





Ma c’e un metodo ancora piu semplice per risolvere problemi di que-
sto genere, ricorrendo a un piccolo “trucco”: se ribaltiamo simmetrica-
mente due volte il piano, otteniamo la seguente Fgura.

D H O

A

Con i dati del testo, si calcolano subito (in millimetri)
AO =2-1420-284-426 =2130e OD =852 + 2840 — 568 = 3124,
e quindi dal teorema di Pitagora
AD =+(21302 + 31242).
Inoltre, HD = 2840 — 568 = 2272.
Dalla similitudine dei triangoli AOD e BHD si ricava
BH=AO-HD/OD =2130-2272 /3124 = 17040/ 11,
e applicando nuovamente il teorema di Pitagora
BD = V(22722 + (17040 / 11)?).

Infne, AB si ottiene come diferenza tra AD e BD, che, una volta cal-
colate le due radici quadrate, risulta approssimata da 1032, ovvero
103 centimetri.

Quesito C13 — Sembra facile...

Risposta: 42.

Si tratta di un‘istanza di un problema divenuto famoso e noto come “le
scale che s’incrociano”: due scale di lunghezza nota appoggiano in basso
ai lati di un vicolo e in alto al muro opposto; si conosce la quota del punto
in cui s’incrociano: quant’e largo il vicolo?

Ledizione inglese di Wikipedia gli dedica una voce:

https:/len.wikipedia.org/wiki/Crossed_ladders_problem

spiegandolo in generale. Raccomandiamo la lettura di questa pagina, che
riporta o rimanda a diversi procedimenti risolutivi, pitt o meno eleganti.
Comungque sia, questo problema pud essere risolto, sebbene in modo al-
quanto laborioso, servendosi soltanto delle proprieta dei segmenti stac-
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cati da rette parallele, o delle similitudini tra triangoli rettangoli, e del
teorema di Pitagora. Indichiamo con H la proiezione del punto D sull’asse
delle ascisse e vediamo come giungere a un’equazione in una sola inco-
gnita, ad esempio la lunghezza AD (questa, tuttavia, non si rivelera la
scelta piu felice). Si ha:

AD? - AH* = DH?,
dove DH & noto (1);
AH:HO=AD:DB=AD:(AB-AD),
dove AB ¢ noto, da cui:
AH?=HO?- AD* | (AB - AD)*(2);

HO?= OD? - DH? (3);
infine, dalla similitudine dei triangoli ADC e BDO si ricava:

OD:DC=DB:AD,
ossia OD : (OC - OD) = (AB - AD) : AD,
da cui, dopo semplici passaggi, si ha:

OD=0C-(1-AD/AB),

dove OC e AB sono noti (4).
Elevando al quadrato entrambi i membri della (4), si ottiene 'espressione
di OD? da sostituire nella (3); l'espressione di HO? cosi ottenuta puo essere

sostituita nella (2) e questa a sua volta nella (1), sicché, dopo tali passaggi,
rimane un’equazione nella sola incognita AD:

(q/ AB)-AD*—(2q | AB)- AD® +q- AD*~2- AB- DH?- AD + AB*- DH2 =0

avendo posto g = OC> - AB%.
Se si assume come incognita OD, con procedimento del tutto analogo si
ricava:

(q/ OC?)-0OD*~(@2q / OC)- OD*+gq-OD*+2 - OC - DF?- OD — OC?- DH? = 0.

Sono entrambe equazioni di quarto grado, da risolvere numericamente
per trovare le soluzioni accettabili (di solito approssimate). Nel caso del
problema proposto, abbiamo g = 7024.64 e la prima di queste due equa-
zioni diventa:

1.4336 - AD*—200.704 - AD? + 7024.64 - AD*-181440 - AD + 6350400 =0 (5).

Una sua soluzione esatta, che & quella che soddisfa la richiesta, &

AD =45,
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per cui, applicando il teorema di Pitagora,
AH = V(AD? - DH?) = V(45* - 36?) = V729 = 27.

A questo punto, evitando di ricorrere all’altra equazione di quarto grado,
si sfrutta la proporzione

AD :DB=AH : HO,
ottenendo HO=DB - AH / AD =
(AB-AD)-AH | AD=25-27 | 45=15,

e infine OA = AH + HO =27 + 15 =42.

Il punto dolente é la risoluzione dell’equazione di quarto grado: se in-
fatti calcoliamo il valore del polinomio a primo membro della (5) con
AD = 44.9 o 45.1 otteniamo valori assai lontani da 0: circa 24569 o
—24622, rispettivamente (osserviamo il sensibile aumento dei coef-
ficienti al diminuire dell’esponente dell’incognita AD); cio puo costi-

tuire un problema se il metodo numerico non adotta un adeguato test
di convergenza.

Le cose non migliorano nemmeno seguendo il suggerimento di Wikipe-
dia: lo stesso fenomeno si ripresenta, forse in modo ancor piui evidente,
sebbene il procedimento risolutivo sia pin rapido: vediamolo.

Anziché AD, assumiamo come incognita OB, e sempre sfruttando simi-
litudini di triangoli rettangoli scriviamo:
OA:OB=AH:DHe OA:AC=HO :DH,
da cui, sommando membro a membro:
OA-(1/OB + 1/AC)= (AH + HO)/ DH = OA/DH,
e quindi: 1/OB + 1/AC = 1/DH, da cui si puo ricavare:
AC=DH- OB/ (OB - DH).
Per il teorema di Pitagora:
OA?=0C*-AC?*=AB?-OB?,
da cui OB>*=AC?* + AB*>- OC?,

e sostituendovi l'espressione di AC testé ricavata, dopo alcuni passag-
gi si ottiene:
OB*-2-DH-OB’+q-0OB?>-2q-DH-OB +q-DH?=0

ancora con q = OC>— AB>.
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In alternativa, con analogo procedimento, si puo ricavare l'equazione
nell’incognita AC:

AC*-2-DH-AC’-q-AC?>+2q-DH-AC-q-DH?=0.

Basta risolvere una di queste due equazioni, e poi applicare ancora il
teorema di Pitagora per ricavare OA.

Nel nostro caso abbiamo, dalla prima:
OB*-72- OB’ + 7024.64 - OB*>-505774.08 - OB + 9103933.44=0 (6)

che ha una soluzione esatta OB = 56,

da cui OA =V(70* - 56%)=v1764 = 42.

Ma in corrispondenza di OB = 55.9 o0 56.1, il polinomio a primo mem-
bro assume valori vieppiu lontani da 0: circa —30470 o 30745, rispetti-
vamente. Ovviamente, se scaliamo a un decimo le misure, l'equazione
diventa:

OB*-7.2- OB? + 70.2464 - OB>-505.77408 - OB + 910.393344 = 0

che fornisce precisamente OB = 5.6; tuttavia, ponendo OB =5.59 0 5.61,
il polinomio a primo membro assume valori circa —3.047 o 3.0745, ri-
spettivamente: il suddetto problema rimane.

Per fortuna, la calcolatrice CASIO fx-CG50 ¢ in grado di risolvere im-
mediatamente equazioni di questo tipo senza alcuna difficolta! Usando
il mentt Equazioni Algebriche (in forma di polinomio uguagliato a zero)
e impostando i cinque coefficienti, per l'equazione (5) la calcolatrice
fornisce due soluzioni reali: una approssimata con dieci cifre signifi-
cative, 98.76352445, non accettabile come lunghezza di AD (che deve
essere minore di 70), e una intera, 45, che e quella che ci interessa per il
nostro quesito. In corrispondenza della prima soluzione, il polinomio
assume in effetti un valore prossimo allo zero, circa 0.002678. Anche
per l'equazione (6) la calcolatrice trova subito le due soluzioni reali:
56 (accettabile) e 25.51549283 (non accettabile, poiché OB deve essere
maggiore di 36; in corrispondenza di questa, il polinomio vale circa
0.000247).
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LA CALCOLATRICE GRAFICA AMMESSA AGLI ESAMI

La compagna di banco ideale per la scuola superiore

Dal 2017 il Ministero dell’lstruzione ha ammesso le calcolatrici grafiche
senza CAS nello svolgimento della seconda prova scritta all’esame di Stato.
Da quel giorno sempre pit docenti e studenti hanno iniziato ad utilizzare

questo strumento, focalizzandosi meglio sulla risoluzione di problemi reali,
facendo congetture ed aumentando il pensiero critico.
Piu tempo per ragionare, meno per calcolare.

CAsio X-L650

CASIO FX-CG50

T > Display naturale con 65.000 colori
0 @ @ @ @ & > Senza CAS (Computer Algebra System)
Er @ e N\ > Risoluzione di equazioni, sistemi di equazioni lineari
A ;i*;/ > Costruzione e manipolazione di grafici e tabelle

> Galcoli in ambito reale e complesso

> Calcolo vettoriale e matriciale

> Elaborazioni statistiche a 1 e 2 variabili

> Menu di disegno geometrico e foglio di calcolo
> Grafici dinamici e 3D
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